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Resumo. Neste artigo apresentamos uma resolugao comentada das ques-
toes da OMEG de 2018. Incorporamos, na medida do possivel, ideias e
argumentos apresentados por estudantes que participaram da olimpiada,
fazendo mencao a seus nomes. Sugerimos que, antes de simplesmente ler
as solugdes, o leitor encare o desafio de resolver os problemas e desfrute
da sensacao de conquista e de amadurecimento que esta atividade pode
proporcionar. Por isso, todos os problemas sao apresentados primeiro e,
separadamente ao final, as solugoes e comentarios.

1. Provas da XXVII OMEG

Nivel 1

Problema 1: Valentina tem algumas macas e cestas. Se ela coloca
duas magas em cada cesta, sobram quatro macgas. Se ela deixa uma das
cestas vazia, consegue distribuir exatamente cinco magas para cada uma
das demais cestas. Quantas magas e quantas cestas Valentina tem?

Problema 2: Em um certo sistema de criptografia de texto, cada
letra é substituida por um simbolo distinto. Sabe-se que os quatro trios
de simbolos a seguir,

ON0 AQOK E®A AcA

correspondem & codificacao, por esse sistema, das palavras “CAL”, “ECQO”,
“LAR” e “REU”, ndo necessariamente nessa ordem. Ou seja, ndo se sabe
qual trio corresponde a qual palavra.
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Com base nessas informagoes, decodifique o codigo a seguir.

N ARQEAAONX

Problema 3: A figura a seguir representa um quadrado ABCD com
AB = 4c¢m. Em cada lado do quadrado marcam-se trés pontos, igual-
mente espagados, dividindo o lado em quatro partes iguais. Escolhendo-
se um desses trés pontos em cada um dos lados, obtém-se um quadrilatero
como o que foi destacado na figura, por exemplo.

D C

(a) Qual é a area do quadrilatero sombreado na figura?

(b) Considerando-se a area de cada quadrilatero que pode ser formado
dessa maneira, qual é a menor area possivel? Qual é a area ma-
xima?

Problema 4: Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo
e Ronaldo estao usando bonés que tém a parte de cima branca ou preta
e a parte de baixo é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver
a cor dos bonés dos outros, mas nao pode ver a cor do seu proprio boné.
Diante disso, fizeram os comentéarios a seguir.

Arnaldo: Eu vejo trés bonés pretos e um branco.
Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.
Cernaldo: Eu vejo um preto e trés brancos.
Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 5: Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas,
ou dominéds, e cada domin6é é um retangulo dividido em duas “casas”
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quadradas, com um ntmero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada dominé s6 pode tocar outro dominé se as casas que
se tocam tiverem o mesmo ntmero.

Joana esté brincando com um jogo de dominds e deseja montar uma
configuragao com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuragao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuracao da direita é espilicute e a da esquerda, nao.

Quantas s@o as configuracoes espilicutes possiveis?

Nivel 2

Problema 1: Junior numerou todas as péginas de seu caderno, con-
secutivamente, comegando com “1” na primeira pagina, ‘2” na segunda
ete.

Considerando-se que, para isso, foram necessarios 852 algarismos,
quantas paginas tem o caderno?

Problema 2:

Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram um campeonato
no qual cada time jogou uma tnica vez com cada um dos demais times.
Nesse campeonato, cada vitéria vale 3 pontos, cada empate vale 1 ponto
e a equipe derrotada nao pontua. Ao final, trés times ficaram em pri-
meiro lugar, com 17 pontos cada, e os outros cinco ficaram em segundo
lugar. Sabendo-se que houve exatamente 13 empates nas partidas desse
campeonato, responda:

(a) Cada um dos times que ficaram empatados em segundo lugar fez
quantos pontos?

(b) Construa um exemplo de possiveis resultados das partidas que
cumpram as condigdes descritas no enunciado acima (Vocé pode,
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por exemplo, chamar os times de A, B, C etc. e indicar apenas
quem ganha de quem e quem empata com quem).

Problema 3: No interior de um quadrado ABCD sao escolhidos
dois pontos, E e F, de modo que AE = FC = 7cm, EF = 2cm e
/AEF = Z/EFC = 90°.

(a) Demonstre que AECF & um paralelogramo (quadrilatero com os
lados opostos iguais e paralelos).

(b) Determine a area do quadrado.

Problema 4: Identifique todos os niimeros inteiros positivos, n, tais
que n? 4 20n + 11 é um quadrado perfeito.

Problema 5: Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas,
ou dominés, e cada domindé é um retangulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um namero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada domind s6 pode tocar outro domind se as casas que
se tocam tiverem o mesmo nimero.

Joana esté brincando com um jogo de dominés e deseja montar uma
configuragao com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuragao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuracao da direita é espilicute e a da esquerda, nao.

Quantas sdo as configuracoes espilicutes possiveis?

Nivel 3

Problema 1:
Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo es-
tao usando bonés que tém a parte de cima branca ou preta e a parte de
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baixo é igual em todos eles. Dessa forma, cada um pode ver a cor dos
bonés dos outros, mas nao pode ver a cor do seu préprio boné. Diante
disso, fizeram os comentarios a seguir.

Arnaldo: Eu vejo trés bonés pretos e um branco.

Bernaldo: Eu vejo quatro bonés brancos.

Cernaldo: Eu vejo um preto e trés brancos.

Dernaldo: Eu vejo quatro pretos.

Sabendo-se que quem estava usando boné preto falou a verdade e
quem estava usando boné branco mentiu, qual é a cor do boné de cada
um dos amigos?

Problema 2: Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas,
ou dominés, e cada domind é um retangulo dividido em duas “casas”
quadradas, com um numero de 0 a 6 representado em cada casa. Pela
regra do jogo, cada domind s6 pode tocar outro dominé se as casas que
se tocam tiverem o mesmo ntimero.

Joana esté brincando com um jogo de dominés e deseja montar uma
configuragdo com quatro dominés, em formato de ciclo fechado, respei-
tando a regra do jogo. Ela resolveu chamar esse tipo de configuragao de
espilicute. As figuras a seguir representam dois exemplos de ciclos, sendo
que a configuracao da direita é espilicute e a da esquerda, ndo. Quantas

sao as configuragoes espilicutes possiveis?

Problema 3: Suponha que os nimeros inteiros de 1 a 2018 tenham
sido agrupados em 1009 pares {a;,b;}, com 1 < i < 1009, de maneira
que, para todo 4, a diferencga |a; — b;| é igual a 1 ou 6. Mostre que a soma

lay — b1 + |ag —ba| + -+ + |ai009 — b1oog]
¢ um ndamero que termina em 9.

Problema 4: Seja ABC'D um quadrilatero inscrito em uma circunfe-
réncia e tal que o angulo CBD tem o dobro da medida de ABD. Seja P
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a intersecgao de C'D com a bissetriz de CBD. Sejam M e N os pontos
de intersec¢ao de AC' com BD e BP, respectivamente. Mostre que

AM cpP
j+j:1.

Problema 5: Um estudante encontrou uma caixa contendo um grande
numero de bolas brancas idénticas. Desafiado a fazer uma estimativa da
quantidade de bolas que hé na caixa sem usar instrumentos de medi-
¢ao, o estudante utilizou a seguinte estratégia: retirou 10 bolas da caixa,
marcou-as com tinta e devolveu-as & caixa, misturando bem com as de-
mais. Em seguida ele retirou, de uma vez e de maneira aleatoria, 20 bolas
da caixa e constatou que exatamente duas delas eram das bolas que ele
havia marcado. Nessas condigoes, denotando-se por n a quantidade total
de bolas inicialmente na caixa,

(a) Calcule, como uma fungao de n, a probabilidade de que, ao sor-
tear as 20 bolas, o estudante obtivesse exatamente duas das bolas
marcadas (observe que nao é necessario desenvolver os fatoriais).

(b) Para qual valor de n essa probabilidade é maxima?
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2. Resolugao comentada

Nivel 1

1. Valentina tem algumas magas e cestas. Se ela... (baseado nas solu-
¢oes apresentadas por Ian Vasconcelos, Joao Victor Borges Bastos, Olavo
Antonio R. Pimenta, Rodrigo Mendonga e Sofia Pyloridis)

Digamos que m é a quantidade de macas e ¢ é a quantidade de cestas.
Temos

e Colocando duas macgas em cada cesta, sobram quatro magas. Isto
significa que
m = 2c+ 4.

e Deixando uma das cestas vazia, consegue-se distribuir exatamente
cinco magas para cada uma das demais cestas. Isto significa que

m = 5(c—1).

Assim, devemos ter 2¢ + 4 = 5(c — 1) e, consequentemente, ¢ = 3 e
m=>5(3—1) =10.

2. Em um certo sistema de criptografia de texto, cada letra ... (baseado
nas solugoes apresentadas por Ana Clara Mohn Bizinoto, Eusébio de
Abreu Carvalho Filho , Marcela Dias Nazareth, Pedro Paulo M. Godinho

e Yago Lima Coqueiro)

Observando as posi¢oes em que cada letra aparece nas palavras ‘CAL",
“ECO", “LAR"e “REU", notamos que a letra A é a tinica que se repete
duas vezes na posicao do meio, o que s6 ocorre com o simbolo ®. Sabendo
disso, também notamos que a letra L é a tnica que se repete a direita
e a esquerda de A,o que s6 ocorre com o simbolo A. Portanto, sabendo
que A = ® e que L= A\, conseguimos C= Ml ¢ R= A. Usando essas duas
ultimas informagoes, substituimos nos dois primeiros trios para obter E
=0, 0=0eU=K.

Assim, a expressao

OB ® AQEIAAOKX

é decodificada para
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OCARACORREU.

3. A figura a seguir representa um quadrado ABCD com... (baseado
nas solugoes apresentadas por Arthur José Silva Rios Dias, Frederico
Schmaltz, Giovanni Castro Dourado Pinzi, Tarcisio Oliveira Quintino e
Valentina Fernandes Cintra)

(a) A area do quadrado ABCD ¢ 4% = 16 cm?. A area do qua-
drilatero sombreado sera igual & area do quadrado ABC'D diminuida
das areas de dois tridngulos retangulos de catetos 1 ¢m e 3 ¢m, ou seja
2 X 1%3 = 3 em?, da area de um triangulo retangulo de catetos 3 cm e

2 em, isto é % = 3 cm? e da area de um triangulo retangulo de catetos
2 cm el cm, isto é, % =1 cm?. Logo, a area do quadrilatero sombre-

adoé 16 em?2—3em2—3em?2—1cem?2=9 em?2.

(b) Cada diagonal do quadrilatero em questao conecta pontos em
lados opostos do quadrado e divide o quadrilatero em dois tridngulos.
Descontadas as simetrias, ha apenas quatro possiveis configuragoes para
uma diagonal:

(1) Conectando o centro de um lado ao centro do lado oposto,

(2) Conectando o centro de um lado a um ponto néo central do lado
oposto,

(3) Conectando dois pontos néo centrais dos lados por uma reta per-
pendicular a esses lados (e paralela aos demais),

(4) Conectando dois pontos nao centrais dos lados por uma reta nao
perpendicular a esses lados.

Considerando-se a parte do quadrilatero que é o tridngulo formado
de um dos lados de uma diagonal, quanto mais afastado dessa diagonal
o terceiro vértice estiver, maior sera a area do tridngulo e vice-versa (a
base do tridngulo é a diagonal e a altura é a distancia do outro vértice a
diagonal).

Nos casos (1) e (4), acima, como a diagonal é paralela aos lados rema-
nescentes do quadrado, as varias possibilidades para os demais vértices
do quadrilétero resultam em tridngulos com mesma area. Calculando
a area das partes que ficam fora do quadrilatero, por exemplo, que sao
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triangulos retangulos, obtém-se 8 em todos esses casos e, como a area do
quadrado é 16, a do quadrilatero tem que ser 8.

O caso (2) corresponde, na figura do exemplo dado na questao, a di-
agonal que parte do centro de um dos lados verticais. A figura também
é um exemplo de quadrilatero de drea méxima com esta configuragao,
visto que os outros dois vértices estao o mais distantes possivel dessa
diagonal. Nesse caso, como visto no item (a), a area ¢ 9 cm?. Para
se obter a area minima nesta configuragao, basta trocar os vértices que
estdo nos lados horizontais do quadrado da figura pelos que ficam mais
proximos da diagonal que nao os contém. Calculando as areas dos tri-
angulos retangulos que ficam de fora do quadrilatero, obtém-se para o
quadrilatero, uma area minima de 8, nesta configuragao.

Por fim, aplica-se o mesmo raciocinio ao caso (4), exemplificado na
figura dada na questao pela diagonal que conecta os lados horizontais
do quadrado. Fixada esta diagonal, a area do quadriladtero sera maxima
quando ficarem de fora quatro tridngulos retangulos 1x3, o que resulta
em um quadrilatero de 10 em?. Por outro lado, para se obter drea minima
com esta diagonal, os lados do quadrilatero ficam paralelos as diagonais
do quadrado, deixando de fora dois tridngulos retangulos 1x1 e dois 3x3,
e o quadrilatero fica com 6 cm?.

Comparando-se todas essas possibilidades, conclui-se que a area ma-
xima para o quadrilatero ¢ de 10 ¢m? e a minima de 6 cm?.

4. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estao ... (baseado nas solugbes apresentadas por Arthur Carmo, Davi
Abreu da Silveira Igor Dias Aguiar, Mariana Rodrigues P. Franca e Vitor
de Oliveira Cezdrio)

Inicialmente, note que cada pessoa enxerga os bonés dos amigos mas
nao enxerga o proprio boné, logo ele enxerga 4 dos 5 bonés. Suponha
que Arnaldo esteja falando a verdade, i.e., que ele esteja de boné preto.
Desta forma, temos um conjunto com 4 bonés pretos (4 verdades) e
1 boné branco (1 mentira). Isto é uma contradigdo pois deveriamos ter
Bernaldo e Cernaldo mentido, ja que disseram que existe mais que 1 boné
branco. Portanto, Arnaldo estd mentindo, logo esta de boné branco.

Suponha que Bernaldo esteja dizendo a verdade, entao esta de boné
preto e todos os outros de bonés brancos. Isto significa que cada colega
vé 1 boné preto e 3 bonés brancos, logo Cernaldo deveria estar dizendo a
verdade resultando em outra contradigao. Portanto, Bernardo também
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estd mentindo e estd de boné branco.

Agora, se Cernaldo esta dizendo a verdade, entdo ele esta de boné
preto e, pela fala de Dernaldo, este deve estar de boné branco. Restando
o boné preto para Ronaldo.

Se Ceraldo estd mentindo, entao ele estd de boné branco, dai Der-
naldo também estd mentindo e deve estar de boné branco. Para decidir
a cor do boné de Ronaldo devemos analisar as falas dos colegas. Se
Ronaldo estd de boné branco, entao teriamos 5 bonés brancos e isto
implicaria que Bernaldo esti dizendo a verdade, o que nao é possivel.
Assim, Ronaldo esta de boné preto e isto significa que Arnaldo esta di-
zendo a verdade, o que também nao é possivel. Portanto, esta opgao nao
pode ocorrer. Segue que Ceraldo esta dizendo a verdade.

Assim concluimos que:

e Arnaldo mentiu =  Arnaldo estd usando boné branco;
e Bernaldo mentiu = Bernaldo est4 usando boné branco;

e Cernaldo disse a verdade =  Cernaldo esté usando boné preto,
Dernaldo esta de boné branco e Ronaldo esta de boné preto.

5. Um jogo de dominds consiste de 28 pecas distintas...

Existem dois casos: quando se utiliza uma pega dupla e quando nao
se utiliza. Veja ainda que é impossivel colocar duas pecas duplas em
uma mesma configuracao, pois isso implicaria em utilizar duas pecgas
repetidas. Assim,

(1) Com uma pega dupla: tem-se 7 x 6 x 5 formas de colocar os trés
primeiros dominds. O quarto dominé sera determinado pelos an-
teriores. Tem-se ainda 4 posi¢oes diferentes para a peca dupla.
Assim, tem-se 7 X 6 x 5 x 4 = 840 possibilidades nesse caso.

(2) Sem pega dupla: tem-se 21 pegas que ndo sdao duplas. Cada uma
pode ser colocada de 2 formas. A peca a sua esquerda e sua direita
podem ser colocadas de 5 e 4 maneiras (pois ndo pode-se repe-
tir dominds). Assim, tem-se um total de 21 x 2 x 5 x 4 = 840
possibilidades nesse caso.

Logo, tem-se um total de 1.680 configuracoes.
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Nivel 2

1. Junior numerou todas as pdginas de seu caderno, consecutivamente...

Note que para escrever as paginas de 1 até 9 sao gastos 9 algarismos.
De forma analoga, sdo gastos (99 — 9) x 2 = 180 algarismos numerando
paginas com dois algarismos. Como ele gastou 852 algarismos no total,
segue que foram gastos 663 algarismos nas paginas cuja numeracao tem 3
algarismos. No total foram escritos 6%3 = 221 nameros de 3 algarismos.

Logo, o caderno de Janior tem 99 + 221 = 320 paginas.

2. Em Saiog, oito times de futebol amador disputaram... (baseado na
solugéo apresentada por Rodrigo Brom Gomes dos Santos)

(a) Observe que 0 maximo de pontos que um time poderia conseguir
é 21, dado que cada um joga 7 vezes. Como A, B e C ficaram com 17
pontos, isso se d4 porque pederam 4 pontos, dos 21 disputados. A tnica
maneira de isso acontecer é cada time A, B e C, ter obtido dois empates,
pois os pontos perdidos sao da forma 2F 4+ 3D, com E a quantidade
de empates e D a quantidade de derrotas. Também observe que tais
empates ocorreram entre eles mesmos, pois caso contrario, por exemplo,
suponha que A empatou com algum time que nao estava entre os trés
primeiros. Isso quer dizer, que A ganhou ou perdeu de B ou C, o que
nao pode ocorrer pois nenhum dos trés primeiros obteve derrota. Por-
tanto, todos os demais times, que ficaram empatados em segundo lugar,
perderam para A, B e C, e nessas derrotas perderam 9 pontos disputa-
dos, e, como todos tivemos 13 empates no total, 3 deles entre A, B e
C, sobram 10 empates para os demais, que é exatamente a quantidade
de jogos restantes, os outros 5 times empataram entre si, o que nos dé 4
pontos para cada um.

(b) Sejam A, B, D, E,F,G e H os oito times que disputaram o cam-
peonato. Suponha que A, B e C tenham ocupado o primeiro lugar, e
D,E,F,G e H tenham ocupado o segundo lugar. Para cumprir as con-
digbes descritas no enunciado, os times A, B e C' devem ter 5 vitorias
e 2 empates cada um. Os demais times devem empatar 4 vezes cada.
Um exemplo de resultados do campeonato pode ser descrito na tabela a
seguir.
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Jogo

=]
|

02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14
Time 1 A A A A A A A B B B B B B C
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
Time 2 B C D E F G H C D E F G H D
Jogo 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Time 1 C C C C D D D D E E E F F G
Gols 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Gols 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Time 2 E F G H E F G H F G H G H H

3. No interior de um quadrado ABCD sao escolhidos dois pontos...
(baseado nas solugoes apresentadas por Bruno de Moraes Dumont, Jo-

natan de Lima Santos, Larissa Lemos Afonso e Luis Guilherme Silveira
de Oliveira)
D C

A B

(a) Note que AAEF = AEFC pelo caso cateto-hipotenusa. Por-
tanto, AF' = EC e /ZCEF = /EFA. Portanto, AECF é um paralelo-
gramo.

(b) De (a) segue que as diagonais AC' e EF de AECF cortam-se
mutuamente ao meio. Seja M o ponto de encontro dessas diagonais.

Veja que MF = 1. Pelo teorema de Pitadgoras aplicado no AMFC,
temos que

(CM)? =72 +1%2 =50 = CM = V/50.

Como AC = 2.CM, entdo AC = 2/50. Agora seja [ a medida do lado
do quadrado ABCD. Usando o teorema de Pitagoras no AABC, temos
que

(AC)* =17 +1* = 200 = 21* = [* = 100.
Assim, a area do quadrado ABCD ¢é % = 100.

4. Identifique todos os nimeros inteiros positivos... (baseado nas solu-
¢oes apresentadas por Jonatan de Lima Santos e Larissa Lemos Afonso)
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Escreva
n?4+20n+11 = m
(n+10)* =100+ 11 = m?
(n +10)? = m? + 89 (1.1)
Agora, faga n 4+ 10 = k em (1.1)
B —m? = 89
(k—m)(k+m) = 89 (1.2)
O numero 89 é primo. Logo, tem-se as seguintes relagoes:

k—m = 1 k—m = &9
k+m = 89 " k+m = 1

Assim, k = 45 e m = 44. Portanto, (n + 10)? = 442 + 89 = 2.025.
Por fim, conclui-se que n = 35.

5. Um jogo de dominds consiste de 28 pegas distintas...

Ver resolucao do problema 5 do nivel 1.

Nivel 3

1. Cinco amigos, Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo, Dernaldo e Ronaldo
estao ...

Ver resolucao do problema 4 do nivel 1.

2. Um jogo de dominds consiste de 28 pegas distintas...

Ver resolugao do problema 5 do nivel 1.

3. Suponha que os mimeros inteiros de 1 a 2018 tenham sido agrupa-
dos...

Primeiro, note que |a; —b;| = 1 ou 6, nos da que todos deixam resto 1
quando divididos por 5, ou seja, |a; —b;| = 5k;+1, para todo i. Portanto,
se denotamos a soma por .S, temos

S=5(ki+ke+...+ ko) + 1009 =5K+4.

~—
=5x201+4
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Isto é, S deixa resto 4 quando dividido por 5. Também observe que a
diferenga |a; — b;| e a soma a; + b; tém a mesma paridade, o que nos da
S com a mesma paridade da soma

ai + by + az + ba+. .. + a1009 + b1009 =
=14+2+34+4+...+2017+ 2018 = 1009 x 2019
= 2.037.171.
Portanto, S é da forma 2L + 1, donde
2L+1=5K+4=2L=5K+3=
K deve ser impar para que 5K + 3 seja par.

Assim, K = 2k + 1, e conseguimos S = 5(2k+ 1) +4 = 10k + 9, que nos
dé o desejado.

4. Seja ABCD um quadrildtero inscrito em uma circunferéncia e tal que
o dngulo... (baseado na solucao apresentada por Vinicius de Alcdntara

Névoa.)

Considere o triangulo ABN. Trace a reta paralela r a bissetriz BM
passando pelo ponto N. Prolongue o segmento AB até este interceptar a
reta r no ponto D. O triangulo formado BDN é isésceles e BD = BN.
Aplicando o teorema de Tales sobre o tridngulo ADN, obtém-se

AB  AM

BD MN
Dai, conclui-se que

AB  AM

BN MN’
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Repita a construgao para o tridngulo QBC'. Trace a reta s paralela a
bissetriz BP, passando pelo ponto C'. Prolongue o segmento () B até este
interceptar a reta s no ponto E. O tridngulo formado BEC é isosceles
e BC = BE. Aplicando o teorema de Tales sobre o triangulo QFEC,

obtém-se
QB _Qr
BE PC’
Logo,
QB QP
Bic — Pic’. (1.4)

Como tem-se angulos inscritos no circulo que abrem o mesmo arco
entdo conclui-se que os tridngulos ABN e QBC sao semelhantes. Logo,

AB  BQ

—_— == 1.

BN  BC (15)
Das igualdades (1.3) , (1.4) e (1.5) conclui-se que

M _Qp
MN  PC
Como QC = QP+ PC e AN = AM + M N entao
AN —AM  QC —QP
AM QP

AN _QC _ AM QP
AM ~— QP AN ~ QC”

Por fim,
AM_QC—CP_lig
AN QC QC’

5. Um estudante encontrou uma caixa contendo um grande nimero de
bolas brancas...

(a) Primeiro observe que n > 28. De fato, como 10 bolas foram
marcadas no inicio e apés a extragao aleatoria de 20 apareceram apenas
2 marcadas segue que 8 marcadas nao apareceram na extragao. Para
calcular a probabilidade requerida, usaremos a defini¢ao classica de pro-

babilidade. Note que ha (n modos possiveis de extrair 20 bolas da

20
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caixa. Para se retirar 20 bolas, duas delas marcadas, devem ser captura-
. . 10

das 2 das bolas marcadas com tinta, o que pode ser feito de ( 5 ) modos

e 18 bolas das n — 10 ndao marcadas com tinta, o que pode ser feito de

-1
(n 0) modos. Assim, se p(n) é a probabilidade requerida:

e

p(n) = N paran= 28,29, - .
(2)

p(n+1) n*—28n+171

(b) Note que

p(n)  n?—26mn—27°
Como n é namero inteiro e n > 28 segue que
1
IM > 1 se e somente se n < 99.
p(n)
Analogamente,
n+1
M < 1 se e somente se n > 99.
p(n)
p(100) . o
Por fim, note que (99) = 1. Logo, essa probabilidade é méxima para
p

n =99 ou n = 100.
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